Chapitre

Primitives et équations différentielles

Les objectifs du chapitre

On introduit la notion d’équation différentielle sur des cas simples. Les éleves découvrent en situation le concept
d’équation dont I'inconnue est une fonction.

» Léquation y’ = f est'occasion de définir la notion de primitive. Par définition, la recherche d’une primitive
est Popération inverse de la dérivation, ce qui permet de traiter les cas usuels par lecture inverse du tableau
des dérivées. Il est utile d’admettre ici que toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives,
résultat qui est démontré dans la section sur le calcul intégral. On note aussi que, pour certaines fonctions,
on ne dispose pas de primitive explicite.

» Léquation y’ = ay + b est occasion de réinvestir les propriétés de la fonction exponentielle. Lorsque
b = 0, on remarque que la somme de deux solutions et le produit d’'une solution par une constante sont
encore solutions. Pour travailler le concept d’équation différentielle, on peut donner d’autres exemples
d’équations différentielles, dont on peut donner des solutions sans en faire de résolution compleéte : y’ = y?2,
y” +w?y = 0. Aucune connaissance n’est exigible sur ces exemples.



Terminale - spécialité mathématiques Chapitre 9 : primitives et équations différentielles

I Généralités sur les équations différentielles

1. Introduction et motivations

Les équations différentielles sont omniprésentes en sciences (mécanique, chimie, biologie, économie, astrono-
mie,...). Elles permettent de modéliser une situation physique.

Depuis Isaac Newton, on sait que modéliser un systéme physique peut se ramener a I'étude d’une équation diffé-
rentielle, dont la résolution permet de prévoir I'évolution du systeme.

Le mathématicien Vladimir Arnold, un des plus grands spécialistes au monde de la théorie des équations diffé-
rentielles, a écrit :

"les équations différentielles sont le pivot de la conception scientifique du monde".

Vladimir Anrnold (1937-2010)

Vladimir Arnold, né en 1937 a Odessa en Ukraine et mort en 2010 a
Paris, est un mathématicien russe. Il est considéré comme 'un des plus
grands mathématiciens du XX siecle.

Arnold est célebre pour sa résolution dans les années 50, avec son di-
recteur de these Andrei Kolmogorov, du treizieme probleme de Hilbert.
Il étudie durant sa thése la stabilité du mouvement planétaire et résout
rigoureusement le cas restreint des trois corps.

Arnold a obtenu de nombreux prix mathématiques dont le prix Crafoord
en 1982 et le prix Wolf en 2001. Il ne recoit pas la médaille Fields (la
plus haute distinction en mathématiques) en 1974, d{i & une opposition
de I'URSS, méme si les détails ne sont pas clairs.

2. Quelques exemples d’équations différentielles

» Le pendule simple

On considére le mouvement d'un pendule simple qui oscille dans un milieu ot les forces de frottement
sont inexistantes. Le pendule est constitué d’'un objet ponctuel M de masse m, accroché par I'intermédiaire
d’un fil rigide au point O fixe. On suppose le fil rigide sans masse. L'ensemble est plongé dans le champ de
pesanteur terrestre uniforme. On écarte le fil d’'un angle 6, de sa position d’équilibre et on le lache sans
vitesse initiale.

L’équation du pendule pour de petites oscillations (ce qui permet 'approximation sin 8 ~ 6) s’écrit

0" +w?0=0  avec  w? 2% et g=9,81ms 2

La solution générale de cette équation s’écrit alors sous la forme

6(t) =Asin(wt) + B cos (wt) ol A et B sont deux constantes.

O(t) représente I'écart entre la position du fil a I'instant t et la position d’équilibre.

0]
: Q) y

M
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» La radioactivité *C

Le carbone existe dans la nature sous les deux formes 162C et 164 C. Ce dernier est présent en infime propor-
tion.

Lorsqu'un échantillon animal ou végétal meurt, la quantité de carbone 12 C qu’il contient commence a

7

décroitre au fur et a mesure de la désintégration de ces atomes. Le nombre de désintégrations, par unité
de temps, est proportionnel a la quantité d’atomes encore présents d’oti 'équation différentielle

N'(t) = —AN(t) ol A est une constante réelle.

N(t) représente la quantité de 15‘ C restant dans 'organisme étudié a I'instant t. Cette équation différentielle
est 'une des plus simples. La solution est une fonction exponentielle N(t) = N(0)e .

La solution de cette équation différentielle nous permet de déterminer la durée qui nous sépare de la mort
de cet échantillon.

Les peintures des grottes de Lascaux en France ont pu étre datées a 13500 ans avant Jésus-Christ grace a
la méthode de datation par le carbone 14.

3. Premieres définitions

Définition 1 : équation différentielle

Une équation différentielle est une égalité exprimant une relation entre une fonction (I'inconnue) et ses
dérivées.

Exemples

» y’ =2y est une équation différentielle qui exprime une relation entre une fonction y et sa fonction
dérivée y’ : il s’agit d’'une équation différentielle (linéaire a coefficients constants) du premier ordre.

» vy’ —4y =0 est une équation différentielle qui exprime une relation entre une fonction y et sa fonc-
tion dérivée seconde y” : il sagit d’'une équation différentielle (linéaire a coefficients constants) du
second ordre.

» y'(x)= 1o 2 y(x) est une équation différentielle (linéaire a coefficients variables) du premier
x
1
ordre. Pour simplifier, on la notera y' = ——y.
1+ x2

» Léquation de Bessel xy” + y’ + xy = 0 est une équation différentielle (linéaire a coefficients va-
riables) du second ordre qui intervient souvent en sciences physiques, par exemple dans I'étude des
vibrations d’'une membrane circulaire.
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Définition 2 : solution d’une équation différentielle

On appelle solution sur un intervalle I d’'une équation différentielle & toute fonction dérivable sur I et
vérifiant 'égalité &.
Ainsi, résoudre une équation différentielle revient a trouver toutes les fonctions solutions de I'équation.

Exemple

On considére le prototype des équations différentielles du premier ordre, a savoir '’équation différentielle
y'=y.

On remarque que la fonction x — e* est solution sur R de cette équation différentielle.

En effet, pour tout x € R et pour y(x) =e*, on a y’(x) = e*. Donc, pour tout x € R, y'(x) = y(x).

A Les fonctions x — ke* ol k € R sont toutes des solutions sur R de I'équation différentielle y’ = y.

II Equation différentielle y’ = f

1. Primitives d’une fonction

Définition 3 : primitive d’une fonction

On dit qu'un intervalle R est non réduit & un point (ou de longueur non nulle) s’il contient au moins deux
points.

Soit I un intervalle de R non réduit a un point et soit f une fonction définie sur I.

On appelle primitive de f sur l'intervalle I toute fonction F définie et dérivable sur I et telle que F' = f.

Exemples
x2
» La fonction F : x — = est une primitive sur R de la fonction f : x — x.

1
En effet, pour tout x € R, F'(x) = D x 2x = x. Dong, pour tout x € R, F'(x) = f(x).

. o . 1
» La fonction F : x — Inx est une primitive sur ]0 ; +oo[ de la fonction f : x — —.
x

En effet, par définition de la fonction logarithme népérien, pour tout x > 0, F/(x) = f(x).

Propriété 1 : exis yrimitives (admise)

Soit I un intervalle de R non réduit a un point.
» Toute fonction continue sur I admet des primitives sur cet intervalle.

» Deux primitives sur I d’une fonction f différent d'une constante.

Exemple

3 3
. X X e .
les fonctions F : x — = etG:x— = + 5 sont des primitives sur R de la fonction f : x — x2 car

> F’(x):%xfixz:xz:f(x) > G’(x)=%x3x2+0=x2=f(x).

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I (non réduit a un point) de primitives respectives
F et G.
Alors f + g et kf (k € R) admettent toutes deux des primitives sur I et on a

» F + G est une primitive de f + g sur L. » kF est une primitive de kf sur I.

Lycée Francais International de Hong Kong page 3 sur 27



Terminale - spécialité mathématiques

Chapitre 9 : primitives et équations différentielles

Méthode 1 : déterminer les primitives d’une fonction continue

Déterminer toutes les primitives de f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = 3x2 +e*.

Corrigé

La fonction f est continue sur l'intervalle ]0 ; +0o[ comme somme de fonctions continues, elle y admet

donc des primitives.

» x — x3 est une primitive de x — 3x2 sur ]0 ; +oo[.

» x — e* est une primitive d’elle méme sur ]0 ; +o0o[.

Il s’ensuit que les primitives de la fonction f sur ]0 ; +oo[ sont données par

2. Primitives usuelles

F(x)=x3+e"+C

ou C € R.

f désigne une fonction définie et continue sur un intervalle I non réduit a un point et F une primitive sur I de f.

Fonction f Une primitive F sur I Lintervalle I
f(x)=k (k constante réelle) F(x)=kx R
%2
fx)=x F(x)= > R
n+1 R sineN
fOx)=x"  nezZ\{-1} F(x)=
n+1
[=]—00;0[oul=]0; +o0[ sin<-2
fe)=1 F(x) = In(x) 10; +oof
f(x)zi2 F(x)z_—1 [=]—o00;0[ou I=]0; +o0o[
x x
Fo)=— F(x)=2J% 10 +oof
flx)=¢e" F(x)=¢€" R

3. Primitives de fonctions composées

u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I non réduit a un point.

Fonction f Une primitive F sur I Condition sur u
un+1
u'u nez\{-1} 1 Sin <—2:u(x)# 0 pour tout x €1
n
u/
— In(u) Pour tout x €I, u(x) >0
u
u -1
= — Pour tout x €I, u(x)#0
u u
u/
u Pourtout x €1, u(x) >0
W Ju (x)
u’et et Aucune condition
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Méthode 2 : résolution d’une équation différentielle

|
Résoudre, sur ]0 ; +oo[, Iéquation différentielle (E) : y' = 5l
X
Corrigé
. . . . s In(x)
On commence par déterminer une primitive de la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = .
X

La fonction f est continue sur l'intervalle ]0 ; +0o[ comme quotient de deux fonctions continues avec un
dénominateur non nul, elle y admet donc des primitives.

1
On pose pour tout x > 0, u(x) = In(x). La fonction u est dérivable sur ]0 ; +oo[ avec u’(x) = —.
X
Ainsi, pour tout x > 0, f(x) = u’(x)u(x). Donc une primitive de f sur l'intervalle ]0 ; +oo[ est la fonction
1 1
F définie par F(x) = = (u(x))?. 1l Sensuit que la fonction F définie par F(x) = > In(x) est une primitive

sur J0; +oo[ de f.
Par conséquent,

1
les solutions de (E) sur ]0 ; +oo[ sont les fonctions x — > In?(x)+C, ou C €R.

1
On vérifie ensuite, que pour C fixée dans R, la fonction y. définie sur ]J0 ; +00[ par y.(x) = > In?(x)+C

est bien solution de ’équation différentielle (E).
Pour tout x > 0,

yé(x)z1 X 2 X 1 xIn(x)+0= ln(x).
2 X X

4. Primitives de fonctions trigonométriques

D’apreés le schéma ci-dessous,

» la fonction x — —cos x est une primitive sur R de la fonction x — sinx;

» la fonction x — sin x est une primitive sur R de la fonction x — cos x.

\ Primitive

—COSs X o COS X

/ Dérivée
—sinx

Il Equation différentielle y' =ay + b

sin x
A

1. Equation différentielle y' = ay

Léquation différentielle (Ey) : y' = ay ol a € R* a pour solutions les fonctions

x — Ce™ ou C est une constante réelle.

Lycée Francais International de Hong Kong page 5 sur 27



Terminale - spécialité mathématiques Chapitre 9 : primitives et équations différentielles

Démonstration (exigible)

On raisonne par double implication.

» On fixe C dans R et on pose, pour tout x € R, y(x) = Ce™.
La fonction y est dérivable sur R et, pour tout x € R,

¥'(x)=C x ae™ = ay(x).

Ainsi, y est solution sur R de (E,;).

» Réciproquement, soit y une solution de (Eg).
—ax

On définit la fonction g sur R par g(x) = y(x)e
La fonction g est dérivable sur R et, pour tout x €[ R, on a

g'(x)=y'(x)e™™ —ay(x)e™™

g'(x)= y'(x)—ay(x) e
|

=0 car y est solution de (Eg)

g'(x)=0.

Il s’ensuit que g est une fonction constante. Il existe donc C € R, tel que g(x) = C, ou encore
y(x)e™®* = C. On conclut que y(x) = Ce®*.

Exemples

» Les solutions sur R de 'équation différentielle y’ = y sont les fonctions x — Ce*, ol C parcourt R.
En effet, pour tout x € R, y(x) = Ce* = y'(x) = Ce*.
Ainsi, pour tout x € R, y’(x) = y(x).

» Les solutions sur R de 'équation différentielle y’ = —y sont les fonctions x — Ce™

R.
En effet, pour tout x € R, y(x) = Ce™ = Y'(x)=—Ce™ =—y(x).

, ou C parcourt

» Solutions de I'équation y’ =y » Solutions de I'équation y’ = —y
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2. Equation différentielle y' = ay + b avec a # 0

Léquation différentielle y’ = ay + b ol1 a € R* et b € R a pour solutions les fonctions

b
x — Ce™ — — ou C est une constante réelle.
a

Exemple

2
I'équation différentielle y’ = my — 2 a pour solutions les fonctions x — Ce™ + — avec C € R.
T
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IV Exercices

Exercice 1 Primitive d’une fonction de la forme u’e"

Déterminer une primitive sur R de chacune des fonctions suivantes.

1 f . R —R 3 ) R —R
. 1 - X —> 4e5x . f3 . X — 4xex2
9 R —R 4 ) R —R
o f2 . X — e% ° f4 . X — (X2 + 2) ex3+6x+5
Exercice 2 Primitive d’une fonction de la forme u’u"

Déterminer une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes.

1. fi: I=R —R 3 ' I=R — R
_ R x —3(x+3)* SR x r—>x(1+x2)_5
[=R —R - [=10; +ool -5
2. fy: 2 3 - fa X — nx
X -—>6(x+1)(x +2x+3) X
Exercice 3 Primitive d’une fonction de la forme u’/u

Déterminer une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes.

. X .
1. f]_. (S 3. f3. x 2x +3
eX+3 x2+3x+4

2
5 .I=]§;+°°[ —R 1=]1; +oo[ —R
- o 3 4. f,: 1
X > X +—>
3x—2 xIlnx

Exercice 4 Primitive d’une fonction de la forme v’ /u®

Déterminer une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes.

I=R —R I=R —R
: 2 . 3x
1. fl : Y s ) X . 3. f3 . X (S
(x2+3) (e3x +1)>
I= = +oof —R
3 I=R —R
2. f2 . 3 4 f . X
—_— * J4- X ———
(Bx—2) (3x2+5)
Exercice 5 Primitive d’une fonction de la forme u’'/+/u

Déterminer une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes.
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I=R —R I=]1; +oo[ —R
1. f1: X 3. f . 1
X > — 3 X +—>
Vx2+1 xvInx
I=R —R [I=R —R
. . 5x
2. fy: . 2x +3 4. f4: v o S
Vx2+3x+4 vedx 42
Exercice 6 Calcul de primitives

Déterminer une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes..

LA x —3x?+2x+1 3. f3: x 2x

—
x2+1

I1=]0; +oo[ —R I=]0; +oo[ —R

2. : 4 4. : Inx

f2 x +— —+3x fa X — —+e*
X X

Exercice 7 Primitives d’une fonction rationnelle

On considére la fonction f définie sur ]1 ; +oo[ par

1

flx)= =D

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout x > 1, on ait

a b
fay=2+——
x x-—1
2. En déduire les primitives sur ]1 ; +oo[ de la fonction f.
Exercice 8 Equation différentielle du type y' = ay

On considére ’équation différentielle suivante
(&):—3y'+2y=0

1. Déterminer les solutions de (&) sur R.

2. En déduire la solution f sur R de ’équation différentielle (&) qui vérifie f(0) = 2.
3. Donner la solution g sur R de I'’équation différentielle (&) qui vérifie g’(1) = e3.

Exercice 9 Probleme de Cauchy
L'objectif de cet exercise est de résoudre '’équation différentielle avec condition initiale suivante
y' =In(x)
y(1) =3
Pour cela, on définit sur ]0 ; +oo[ la fonction f par f(x) = In(x).
1. Montrer que la fonction F définie sur ]0O ; +oo[ par F(x) = x In(x)—x est une primitive de f sur ]0 ; +o0o[.
2. Condition nécessaire : unicité

On suppose que F est une solution du systéme de départ. Montrer que pour tout x > 0

F(x)=xIn(x)—x+4
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3. Condition suffisante : existence

Montrer que la fonction F obtenue dans la question précédente vérifie bien I'’équation différentielle y’ =
In(x) avec la condition initiale (dite condition de Cauchy) F(1) = 3.

Exercice 10 Résolution d’une équation différentielle

Soit f la fonction définie sur R par

flx)= ;e—zx —2e73x,

X

Soit équation différentielle (E) : y’ + 2y = 2e73X,
1. Résoudre I'équation différentielle (E') : y’ +2y = 0.
5
2. En déduire que la fonction h définie sur R par h(x) = Ee_zx est solution de (E/).

3. Wérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = —2e>* est solution de 'équation (E).

4. Enremarquant que f = g + h, montrer que f est une solution de (E).

Exercice 11 Chute libre d’un corps

On suppose qu'un corps M de masse m chute du haut d’une tour sans vitesse initiale et en ’'absence de résistance
de lair (vide).

La seule force non négligeable exercée sur le corps M est son poids mg ot g = 9,81 m.s 2.
Le principe fondamental de la dynamique, appelé aussi deuxieme loi de Newton, stipule que :

=1 -
E Feyt =ma

a(t)=v'(t) et  v(t)=x'(t)

On admet les relations suivantes

ol
» a(t) est I'accélération du corps M a l'instant ¢ ;
» v(t) est la vitesse du corps M a l'instant ¢ ;

» x(t) est la position du corps M a l'instant t.

Galiée est un physicien, astronome et écrivain italien, né a Pise en 1564.
Il découvre la loi de la chute des corps dans le vide. Il introduit 'emploi
de la lunette en astronomie ce qui est une révolution dans I'observa-
tion de I'Univers. Il découvre ainsi le relief de la Lune et les principaux
satellites de Jupiter.

Galilée est connu pour s’étre rallié au systeme héliocentrique de Coper-
nic. Il est par la suite condamné par le tribunal de I'Inquisition et obligé
de se rétracter en 1633. Il ne sera réhabilité par I'Eglise qu'en 1992!
Galilée réfute completement tous les principes scientifiques et philoso-
phiques d’Aristote, le penseur le plus influent de la Gréce antique.
Galilée postule que tous les objets tombent avec une accélération
constante en I'absence d’air et d’autre force de frottement.

Il construit une nouvelle physique et développe le raisonnement scientifique moderne, basé sur I'imbrica-
tion entre les expériences et les analyses mathématiques.
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1. En projetant la relation Zﬁext = md sur l'axe
orienté vers le bas (Ox), montrer que

pour tout t >0 v(t) =gt

2. Que vaut la vitesse v(1) du corps M aprés une se-
conde de chute?

3. On suppose que la hauteur de la tour est égale a
50 m. On pose x(0) = 0.

1
(a) Montrer que pour tout t > 0, x(t) = Egtz.

(b) A quelle hauteur du sol se trouve le corps M
apres 2 secondes de chute ?

(c) Déterminer la durée de la chute du corps M.

4. Expérience d’Apollo 15 : en 1971, l'astronaute
américain David Scott lache deux objets simulta-
nément a 1,6 m du sol de la lune (absence de I'at-
mosphere) : un marteau en aluminium (de 1,32
kg) tenu dans sa main droite et une plume de fau-
con (de 0,03 kg) dans la gauche.

Quel objet touche en premier le sol ?

x(1)

x(2)

x(

Exercice 12 Chute d’un corps avec résistance de l’air

t)

Un objet ponctuel M de masse m chute verticalement et sans vitesse initiale. Il est soumis essentiellement a deux

forces :

» son poids mg ot1 g = 9,81 m.s™2;

» une force de résistance de l'air —k¥V, ou k est une constante strictement positive.

L’axe du déplacement est orienté vers le bas. D’apres le principe fondamental de la dynamique :

mg —kV =md

1. Montrer que pour tout t > 0, on a

Vi(t)= —%v(t) +g

2. En déduire que la solution de cette équation dif-
férentielle est donnée par

v(t) = % (1 —e_%t)

3. Quevaut v, = . liJrrnOo v(t), la vitesse limite de la
chute de 'objet M ?

x?t )
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Exercice 13 Loi de refroidissement de Newton

La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux d’évolution de la température
d’un corps est proportionnel a la différence entre la température de ce corps et celle du
milieu environnant.

Une tasse de café est servie a une température initiale de 80 °C dans un milieu dont la
température est notée M.

Le but de cet exercice est d’étudier le refroidissement du café en appliquant la loi de
Newton suivant en résolvant une équation différentielle.

Dans l'exercice 16 du chapitre 1, ce probléme a été étudié a I'aide d’une suite.

Pour tout réel t positif ou nul, on note 6(t) la température du café a 'instant t, avec
0(t) exprimée en degré Celsius et t en minute. On a ainsi 6(0) = 80.

On suppose que O est une fonction dérivable sur l'intervalle [0; +00[ et que, pour tout

réel t de cet intervalle, la loi de Newton se modélise par I'égalité :
Isaac Newton

6'(t) = —0, 2(6(t)— M). 1642-1727
Dans la suite du probléme, on choisit M = 0. On cherche alors une fonction 6 dérivable sur l'intervalle [0; +00[
vérifiant 0(0) = 80 et, pour tout réel t de cet intervalle : 8'(t) = —0, 20(t).

6(¢)

e—02t"

Montrer que la fonction f est dérivable sur [0; +00[ et que, pour tout réel t de cet intervalle, f’(t) = 0.

1. Si 0 est une telle fonction, on pose pour tout t de l'intervalle [0; +oo[, f(t)=

2. En conservant I’hypothese du 1., calculer f(0).
En déduire, pour tout t de l'intervalle [0;+00[ , une expression de f(t), puis de 0(t).

3. Vérifier que la fonction 0 trouvée en 2. est solution du probléme.

Exercice 14 Dynamique des populations 1

Au début du XX° siecle, 'Afrique comptait entre trois et cinq millions d’éléphants. Ils seraient aujourd’hui moins
de 400 000.

Les éléphants d’Afrique sont en danger d’extinction. En
cause : « La demande persistante d’ivoire et les pres-
sions humaines croissantes sur les terres sauvages du
continent. »

Plusieurs parcs nationaux ont vu le jour en Afrique. Il
s’agit avant tout d’espaces protégés créés pour sauve-
garder des patrimoines naturels et culturels reconnus
comme exceptionnels.

Au Tchad, le parc national de Zakouma compte aujour-
d’hui 500 éléphants.

Le but de cet exercice est d’étudier I’évolution de la population de ce parc suivant deux modeles biologiques.
Dans toute la suite on note :

» n(t) le nombre d’éléphants a I'instant t (t est en années) ;
» r > 0 la croissance intrinseque de cette population;;

» K > 0 la capacité biotique, c’est-a-dire la taille idéale pour la population en respectant le reste de 1’écosys-
teme.

Partie A : le modeéle de Malthus

Le modele de Malthus (en hommage a I"économiste britannique Thomas Malthus) repose sur I’équation différen-
tielle suivante

n'(t) =rn(t)
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1. Donner la solution de cette équation différentielle avec r = 0, 15 et la condition initiale n(0) = 500.

2. Compléter le tableau suivant (arrondir a 'unité) :

t en années 0 1123|4599

n(t) 500

3. Des études scientifiques estiment qu’il faudrait environ un siecle aux éléphants de la forét pour rétablir leur
population. Que peut-on dire de n(99)?

Partie B : le modéle de Verhulst

Le modele précédent a été amélioré vers 1840 par le mathématicien belge Pierre Frangois Verhulst en considérant
un facteur de mortalité en plus de la croissance intrinséque r. Ce modele repose sur I'équation différentielle

(Ey) :n'(t) = rn(t) (1 — %)

On admet que si n(0) > 0 alors n(t) > 0 pour tout t > 0.

"t . .. . n’(t) 1 1
1. Montrer que ’équation (E;) est équivalente a (E,) : =r|———=|.

n2(t) \n(t) K
2. On pose pour tout t > 0, y(t) = 1 l
’ n(t) K
Montrer que n est solution sur R, de (E,) si, et seulement si, y est solution sur R, de (F) : y'(t) = —ry(t).

3. Donner la solution de I'équation différentielle (F). On rappelle que n(0) = 500.

4. En déduire que pour tout t > 0
K

1+(&5—1)ert

n(t) =

5. Onprend K =7 500 et r =0, 15. Compléter le tableau suivant (arrondir a I'unité) :

t en années 0 1123|145 99

n(t) 500

6. Quevautne, = lim n(¢)?
t—+00

Exercice 15 Modélisation

Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une voie rectiligne et horizontale. Il est soumis a une force d’entraine-
ment constante F de valeur 50 N. Les forces de frottement sont proportionnelles a la vitesse et de sens contraire ;

/

le coefficient de proportionnalité a pour valeur absolue 25 N.m™".s.

!
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La position du chariot est repérée par la distance x, en meétres, du point H a l'origine O du repére en fonction du
temps t, exprimé en secondes. On prendra t dans l'intervalle [0 ; +o00[.
Les lois de Newton conduisent a I’équation différentielle

(E)  25x’+200x" =50,
ol
» x’ estla dérivée de x par rapport au temps t ;

» x” est la dérivée seconde de x par rapport au temps t.

1. On note v(t) la vitesse du chariot au temps t et on rappelle que v(t) = x'(t).

Prouver que x est solution de (E), si et seulement si, x” est solution de '’équation différentielle

11
F) v/ =——y4-.
(F) vi=—gv+y

Résoudre I'équation différentielle (F).
2. On suppose que, a l'instant t =0, on a : x(0) =0 et x’(0) = 0.
(a) Calculer, pour tout nombre réel t positif, x'(t).
(b) En déduire que I'on a, pour tout nombre réel t positif,
x(t)=2t—16+16e7 .
3. CalculerV= Ilim v(t).
t—+00
Pour quelles valeurs de t la vitesse du chariot est-elle inférieure ou égale a 90 % de sa valeur limite V?

4. Quelle est la distance parcourue par le chariot au bout de 30 secondes ?
On exprimera cette distance en meétres, au décimetre pres.

Exercice 16 Dynamique des populations 2

Une colonie de 2000 bactéries est placée dans une enceinte close dont le milieu nutritif est renouvelé en perma-
nence.

On admet que I'évolution en fonction du temps t en heure (t > 0) du nombre d’individus N(t) de cette colonie
suit 'équation différentielle

(E) : N'(t) =3N(t)—0,005N?(¢t).

Pour déterminer N(t), on se propose de remplacer (E) par une équation différentielle plus simple, puis de la
résoudre.

1. On suppose que la fonction N ne s’annule pas sur [0 ; +00[ et on définit sur [0 ; +oo[ la fonction g par

1
t) = ——.
g(t) NG
Déterminer g’(t).
/ —

2. Montrer que N est solution de (E) si, et seulement si, g est solution de (E' ) :y'=—3y+0,005.
3. Résoudre (E’), puis résoudre (E).

4. (a) Déterminer la solution de (E) vérifiant la condition initiale indiquée dans I'énoncé.

(b) Calculer le nombre de bactéries présentes au bout de deux heures. Arrondir a I'unité.
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V Test de fin de chapitre

Pour chaque question du Q.C.M suivant, choisir la bonne réponse.

1. La fonction F définie sur ]0 ; +oo[ par F(x) = xIn(x) — x est une primitive de la fonction définie sur

10 ; +oof par
O a) x— In(x) O c) x— x2In(x)
In(x) o In(x)
Ob) x— . Od) x N

2. Une primitive de la fonction f définie sur R par f(x) = 4(2x + 1)° est la fonction F définie sur R par

0a) F(x)=402x+1)* O c) F(x)=(2x+1)*
Ob) Flx)= %(2x +1)? 0d) Fx)= %(2x +1)*

2x34+3x24+6x++/2

3. Une primitive de la fonction g définie sur R par g(x) =6 (x2 +x+ 1) e est la fonction G

définie sur R par :
O a) G(x) = 6(X2 +x+ ﬁ) @2x°+3x7+6x+v2 n C) G(x) = B 2e2x’ +3x%+6x+v2
O b) G(x) = e2x3+3x2+6x+«/§ n d) G(x) = 6e2x3+3x2+6x+‘/§

pe
est la fonction H

4. Une primitive de la fonction h définie sur R par h(x) =

eX+5
définie sur R par :
O a) H(x)=In(e*+5) O c) H(x)=5In(e* +5)
Ob) H(x)=+v5In(e* +5) O0d) Hx)=In(e* +1)
er
5. Une primitive de la fonction définie sur R par i(x) = —— est la fonction I
(e2x +3)
définie sur R par :
0 a) I(x)=_—1 O c) I(x)=_—1
2(e2x +3) 2(e2x +3)?
2 —2
Ob) Ix)=——— Od) 1(x)=——
) 0= s ) 0=

6. La solution f de I'équation différentielle y’ = 3y telle que f(0) =1 est :

da) f(x)=e¥ Oc¢) f(x)=3e*
Ob) f(x)=e Od) f(x)=3e¥
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VI Corrigé des exercices

Exercice 1 Primitive d’une fonction de la forme u’e"
On rappelle que si une fonction f est définie sur I de R non réduit & un point par f(x) = e“™) alors la fonction
F définie sur I par F(x) = u’(x)e*™) en est une primitive sur L.
1. Ona
1
5x 5x
= X = X = X 5
filx)=4xe 4 c e
u’e

Une primitive de f; sur R est donnée par

4
Fi(x) = gesx

folx)=e? =2x

Une primitive de f, sur R est donnée par

Fyo(x) = 2e?

3. Ona

2 2
f3(x) =4xe® =2x2x xe*
u’et

Une primitive de f5 sur R est donnée par

F3(x) = 2~

4. Ona fy(x)=(x2+2) X T6Xt5 i posant u(x) = x3 + 6x + 5 alors u/(x) = 3x2+ 6 =3 (x2+2).

. 1 o .
Ainsi fu(x) = 3 x u’(x)e’t™) et une primitive sur R est donnée par

1
F4(X) — gex3+6x+5

Exercice 2 Primitive d’une fonction de la forme u’u"

1. Pour tout nombre réel x on pose u(x) = x + 3. Donc u/(x) =1 et f;(x) =3 x u/(x) x (u(x))*.

4i ().

Autrement dit, une primitive de f; sur R est donnée par

Une primitive sur R de f; alors définie par F;(x) =

Fi(0) = 2 (x+3)°

Lycée Francais International de Hong Kong page 16 sur 27



Terminale - spécialité mathématiques Chapitre 9 : primitives et équations différentielles

2. Pour tout nombre réel x on pose u(x) = x?+2x +3. Donc u/(x) =2x +2=2(x+1) et
fo(x) =3 xu'(x) x (u(x))*.

3
Une primitive sur R de f, est alors définie par Fy(x) =

3+1
—— ().

Autrement dit, une primitive sur R de la fonction f, est donnée par

Fy(x) = % (x2 +2x + 3)4

3. Pour tout nombre réel x on pose u(x) =1+ x2. On a donc u'(x) = 2x et

f3(x) = % x 2x x (1 +x2)_5 = % x u'(x) x u(x)™>.

1 _
Une primitive sur R de la fonction f; est alors définie par F5(x) = 5 X Tl x (u(x))>t?

Autrement dit, une primitive sur R de la fonction f5 est donnée par

B0 = = (14+x2)

1
4. Pour tout nombre réel x > 0 on pose u(x) = In(x). On a donc pour x > 0, u’(x) = —.
x
1
Ainsi, pour tout x > 0, f4(x) =2 xIn(x) x — =2 x u’'(x) x u(x).
x

1
Ainsi une primitive sur ]0 ; +00[ de la fonction f, est définie par F,(x) =2 x 5 x (u(x))>.

Autrement dit, une primitive sur ]0 ; +oo[ de la fonction f, est donnée par

F4(x) = In*(x)

Exercice 3 Primitive d’une fonction de la forme u'/u

u'(x)

On rappelle que si une fonction f est définie sur I de R non réduit a un point par f (x) = ol la fonction u est
u(x

a valeurs strictement positives sur I, alors la fonction F définie sur I par F(x) = In(u(x)) en est une primitive
sur I.
1. On pose u(x) = e* + 3. La fonction u est & valeurs strictement positives sur R et u’(x) = e*.
e u'(x)
ex+3  u(x)’
Donc une primitive sur R de la fonction f; est donnée par

Ainsi f(x) =

Fi(x)=In(e* +3)

2. On pose u(x)=3x—2. On a bien u(x) > 0 sur I et de plus u’(x) = 3.

Ainsi fo(x) = 3x3—2 = l;((;:))

o 2 . .
Donc une primitive sur 3 ; +00| de la fonction f, est donnée par

Fy(x)=In(3x—2)

3. On pose u(x) = x? + 3x + 4. Vérifions d’abord que u(x) > 0 pour tout nombre réel x.

x2 + 3x + 4 est un polyndme du second degré de discriminant A = —7 < 0. Ce trindme ne posséde donc
aucune racine. De plus, son coefficient de plus haut degré est strictement positif. Il s’ensuit que pour tout
nombre réel x, x2 4+ 3x +4 > 0.
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2x+3 !
Par ailleurs u’(x) = 2x + 3. Ainsi f5(x) = X _ v

x2+3x+4  ulx)’
Donc une primitive sur R de la fonction f5 est donnée par

F3(x)=In (x2 +3x +4)

4. Pour tout x > 1, on pose u(x) =1In(x). On a bien u(x) > 0 sur |1 ; +oo[ et u'(x) =

1 ’
1 1 1 < u’(x)
Ainsi, pour tout x > 1, fu(x)= ——— = = x =X = .
P X falx) xIn(x) x In(x) In(x) u(x)
Donc une primitive sur ]1 ; +0o[ de la fonction f, est donnée par

F,(x) = In(In(x))

Exercice 4 Primitive d’une fonction de la forme v’ /u?®

On rappelle que si une fonction f est définie sur un intervalle I de R non réduit a un point par f(x) =

u'(x) .
ol
u?(x)
la fonction u ne s’annule pas sur I, alors la fonction F définie sur I par F(x) = _ﬁ en est une primitive sur I.
u(x
1.

On pose u(x) = x2 + 3. La fonction u est & valeurs strictement positives sur R et u(x) = 2x.
. , 2x u'(x
Ainsi pour tout nombre réel x, on a f;(x) = (x)

(x2+3)%  u?(x)
Donc une primitive sur R de la fonction f; est donnée par

1
Fi(x)=-—
1(x) x24+3
2 /
2. Pourtout x eR\ 3 , on pose u(x) =3x —27# 0. On a donc u/(x) = 3.
2 3 /
Ainsi, pour tout x # §’f2(x)= _u(x)

(3x—2)% u2(x)’

2
Donc une primitive sur R\ {§} de la fonction f, est donnée par

1
Fy(x) :_3x—2

3. Pour tout nombre réel x, on pose u(x) =e>* +1> 0. On a u’(x) = 3e>*

3x 3x /
e 1 3e 1 u'(x
Ainsipour tout x €R, f3(x) = ———FS = X ———5 =5 X 2( ).
(e3x+1)> 3 (e3x+1)2 3 u?(x)
Donc une primitive sur R de la fonction f5 est donnée par

1
T @

4. On pose pour tout x € R, u(x) = 3x2 +5 > 0. On alors u’(x) = 6x.

1 6 1 !
Ainsi, pour tout x € R, f,(x) = ;2 =-X —X2 =-x u2(x)
(3x2+5)* 6 (3x2+5)* 6 u?(x)
Donc une primitive sur R de la fonction f, est donnée par
1
Fy(x) = —————
4(x) 6(3x2+5)
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Exercice 5 Primitive d’une fonction de la forme u’'/+/u
u'(x)

Vulx)
ou la fonction u est a valeurs strictement positives sur I, alors la fonction F définie sur I par F(x) = 24/u(x)
en est une primitive sur I.

On rappelle que si une fonction f est définie sur un intervalle I de R non réduit a un point par f(x) =

1. Onpose u(x)=x2+1>0, on adonc u'(x)=2x et

£ = x =1x 2x u'(x)
! Vx2+1 2 Vx2+1  24/u(x)

Il s’ensuit qu'une primitive sur R de la fonction f; est donnée par

Fi(x)=vx2+1

2. On pose u(x) = x2 + 3x + 4. Montrons que pour tout x € R, u(x) > 0.
u est une fonction polynéme du second degré de discriminant A = —7 < 0 et de coefficient dominant 1 > 0.
D’apres le cours sur les fonctions du second degré, pour tout x > 0, u(x) > 0.
u'(x)
2v/u(x)

Une primitive sur R de la fonction f, est don donnée par

Par ailleurs u’(x) = 2x + 3. Il s’ensuit que f5(x) =2 x

Fo(x)=2vx2+3x+4

1
3. Pour x > 1, on pose u(x) =In(x). On a donc u(x) > 0 et u’(x) = —.
x

Donc pour tout x > 1, on a

1 _ % _ u'(x)
x+/In(x)  VIn(x) Vu(x)

Par conséquent une primitive sur ]1 ; +00o[ de la fonction f; est donnée par

f3(x) =

F3(x) =24/In(x)

4. Pour tout nombre réel x, on pose u(x) = e>* + 2. On a donc u(x) > 0 et u’(x) = 5e°*.
Donc pour tout réel x, on a

e 1 5e>* 1 d(x)
fa¥)=———==c X ——== X
vesx+2 5 e +2 5 yJu(x)

Il en résulte qu'une primitive sur R de la fonction f, est donnée par

2
Fu(x) = EV edsX 4+ 2

Exercice 6 Calcul de primitives

Les fonctions étudiées sont toutes continues sur leur intervalle de définition : elles y admettent des primitives.

1. Des primitives sur R de la fonction f; définies par f;(x) = 3x2 + 2x + 1 sont données par

Fi)=x3+x*+x+C ouC €R.
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2. Des primitives sur ]0 ; +oo[ de la fonction f, définies par f,(x) = — + 3x sont données par
x

3
Fz(x):41n(x)+£x2+C ouC €R.

3. Des primitives sur R de la fonction f; définies par f3(x) =

sont données par
x2+1

F3(x)=1n(x2+1)+C ouC €R.

4. Des primitives sur ]0 ; +oo[ de la fonction f, définies par f4(x) =

In(x)
X

+ e* sont données par

Fo(x) = %(m(x))2 1e*+C  ouCER

Exercice 7 Primitives d’une fonction rationnelle

1. Pourtoutx >1

_a b a(x—1)+bx (a+b)x—a _ 1
f(x)_x+x—1_ x(x—1) = x(x—=1)  x(x—1)

Par identification, on obtient que a + b = 0 et —a = 1. Par conséquent b =1 et

1 1
pour tout x > 1, fx)=—+——
x x-—1

2. Les primitives sur ]1 ; +oo[ de la fonction f sont données par

F(x)=—In(x)+In(x—1)+C ouC €R.

Exercice 8 Equation différentielle du type y’ = ay

2
1. yestsolutionde(§) & —3y'+2y=0 & y'= 3

Donc les fonctions définies sur R par f(x) = Ce3* avec C constante réelle, sont les solutions de I’équation
différentielle (&).

2
2. Soit f une solution de (&). D’apres la question précédente, f est de la forme f(x) = Ce3* ol C est une
constante réelle.

Onadonc f(0)=2 < Ce®=2 <& C=2care’=1.
Par conséquent la seule solution (&) vérifiant f(0) = 2 est la fonction définie sur R par f(x) = 2e3*.

2
3. Ona g(x)=Ce3”* ot C est une constante réelle.

. (. . 2 2 ..
De plus la fonction g est dérivable sur R et on a pour tout nombre réel x : g’(x) = ECegx. Ainsi

Wi
wiN
Wi

g/(1)=e = Ce3s =e

WIN

=4 -C=1 =4 C=§.
3 2

. . . s 2
11 en résulte que la solution recherchée est définie sur R par g : x — EeB" .
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Exercice 9 Probleme de Cauchy

1. La fonction F est dérivable sur ]0 ; +oo[ et on a pour tout x > 0

1
F'(x)=1xIn(x)+x x = —1=1In(x) = f(x).
x
Donc F est bien une primitive sur ]0 ; +00[ de la fonction logarithme népérien.

2. Les solutions sur ]0 ; +o0o[ de I'équation différentielle y’ = In(x) sont les fonctions
Fi.(x) = xIn(x) — x + k ol k est une constante réelle.
Or y(1) = 3 ce qui nous donne 1 x In(1)—1 + k = 3 ou encore k = 4.

—~—
=0

Par conséquent la fonction F : x — x In(x) — x + 4 est solution sur ]0 ; +00[ de

{ y' =In(x)
y(1) =3

1
3. Lafonction F est dérivable sur ]0 ; +oo[ et F/(x) =1 xIn(x)+x x — + 0 = In(x)
x

Deplus F(1)=1x1In(1)—1+4=3.
Par conséquent la fonction F est bien solution du probléme de Cauchy

{ y' =In(x)
y(1) =3
Exercice 10 Résolution d’une équation différentielle

1. DLéquation différentielle (E’) est équivalente &

y’ =—2y dont les solutions sur R sont les fonctions x — ke 2* avec k décrivant R.
5
2. En prenant k = > on voit bien que la fonction h appartient a I’ensemble des solutions sur R de ’équation
différentielle (E). Autrement dit, h est solution sur R de (E’).

3. La fonction g est définie et dérivable sur R.

Pour tout réel x, g’(x) = 6e3*. Donc pour tout nombre réel x

g/ (x)+2g(x) = 6e73X —4e73% =273
Ainsi la fonction g est bien solution sur R de (E).

4. Onaf=g+hdoncf' =g +H.
Pour tout nombre réel x

f/(x)+2f (x) = g'(x) +h'(x) + 2g(x) + 2h(x)
=g'(x)+2g(x)+h'(x)+ 2h(x) = 2e73%

—=2e—3x =0

Donc la fonction f est bien solution sur R de (E).

Exercice 11 Chute libre d’un corps

1. D’apres le principe fondamental de la dynamique

ool
|
3
al

E Foyy =md donc m
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On obtient donc g = d car m # 0.
On projette ensuite cette relation sur 'axe (Ox) et on trouve a(t) =v/(t) = g.
Les primitives sur [0 ; +00[ de la fonction constante t — g sont les fonctions ¢t — gt + C avec C € R.

Or v(0) = 0 car la chute a lieu sans vitesse initiale. Ainsi, pour tout t > 0 v(0) = g x 0+ C = 0, ce qui
donne C = 0.

Par conséquent

pour tout t >0 v(t) =gt

2. Onav(l)=g x1, ainsi

v(1)=9,8 m.s?

3. (a) Pourtoutt >0, v(t)=x'(t) = gt.
o . . 1, .
Or les primitives sur [0 ; +00[ de la fonction t — gt sont les fonctions t — > gt“+CouC eR.
1
Ainsi, pour tout t > 0, x(t) = Egt2 +C.

1
Deplusx(O)zOzEx02+CdoncC=0.

I en résulte que

1
pour tout t >0 x(t)= Egt2

1
(b) Onax(2)= Eg x 22 =2x9,81=19,62 m. Or la tour mesure 50 m. Ainsi

apres 2 secondes de chute, le corps se trouve a 50 — 19,62 = 30,38 m du sol.

(c) Déterminer le moment de I'impact revient a résoudre I'équation x(t) = 50.

1 100
Ce qui donne 5 gt? =150 ou encore t = \| — car t est positif.
8

On a donc

t~3,19s

4. On a vu d’apreés les questions précédentes qu’en absence de forces de frottement, la vitesse de chute d’'un
objet est indépendante de sa masse.

Ainsi le marteau et la plume chutent a la méme vitesse.
Par conséquent

ils touchent le sol de la lune en méme temps.

Remarques :

» Galilée a prouvé expérimentalement que la chute des corps dans le vide est un mouvement rectiligne
uniformément accéléré sous 'effet de la force de pesanteur.

» Les astronautes de la mission Apollo 15 ont rendu hommage a Galilée en réalisant une expérience filmée
de chute de deux objets de masses différentes sur le sol de la Lune.

Exercice 12 Chute d’un corps avec résistance de l'air
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1. D’apres le principe fondamental de la dynamique, on a pour tout t > 0

md = mg — kv

ma(t) =—kv+mg en projetant sur 'axe (Ox)

k
a(t)=——v(t)+ g en divisant par m # 0
m

Or a(t) =v/'(t) donc

k
pourtout t >0  V/(t)=——v(t)+g
m

2. Vv/(t) =——v(t)+ g est une équation différentielle du premier ordre dont les solutions sont données par
m

et & _ ke &M
v(t)=Ce - =Ce + p
m

ou C est une constante réelle a déterminer.

Or la chute est sans vitesse initiale, c’est-a-dire v(0) = 0.
. .o .8&m gm
Autrement dit Ce” + T = 0 ou encore C = T

Il en résulte que, pour tout t > 0, on a

gm _x, gm
t)=— m- 4 —
v(t) € P

Ainsi

_EM( ke
pour tout t >0 v(t) = P (1 e )

3. lim (_—kt) =0 car _—k <0.
m

t—>+00\ m

s .. . _k
Par opérations sur les limites, on a lim (1 —e m‘) =1.

t—+00
Par conséquent
gm
Voo = 2—
o0 k
Exercice 13 Loi de refroidissement de Newton

1. » La fonction 8 est dérivable sur [0 ; +00[,

—0,2t

» la fonction qui a t associe e est dérivable et ne s’annule pas sur [0 ; +00[.

Alors, par quotient, la fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[. De plus, pour tout t dans [0 ; +oo[, on a

oy 0/(0)e %2 —6(t) x (—0,2)e 2 [07(t)+0,20(t)]e 0
= (e=0.2)2 - o—0,4t

Or,
0'(t)=-0,2t0(t) donc  O'(t)+0,20(t)=0.

Ainsi, pour tout t appartenant a l'intervalle [0 ; +oo[, f'(t) =0.
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2. D’apres la question précédente, la fonction dérivée f’ est nulle sur I’intervalle [0 ; +oo[, donc la fonction

I
f est constante sur [0 ; +00[. Or, f(0) = % = 80.
e
11 s’ensuit que f(t) = f(0) = 80.
Par ailleurs, pour tout t € [0 ; +00][,
o(t)

f)=—= donc 0(t) = f(t)e %,
e 0,

1l en résulte que O(t) = 80e~ %2,
En résumé, on a pour tout t € [0 ; +00[

f(t) = f(O) =80 et Q(t) — 80e—0,2t

3. Pourtoutt €[0; +0o[, O(t) = 80e %%, Donc 6(0) = 80. Aussi

0’(t) =80 x (—0,2)e %2t = —0, 2 x 80e~ %2
~—
=6(t)
Donc 6/(t) = —0,26(t).
La fonction 6 est donc bien solution du probleme.

Quelques remarques :

» Grace a la fonction exponentielle, on peut connaitre la température du café a n'importe quel instant. Ainsi
6(4) =80 x e %24 ~ 35,95 °C.
Au bout de 10 minutes, la température du café est d’environ 10,83 °C, valeur proche de la température de
la piéce!

» On trouve une expression de la fonction 8 en résolvant I’équation différentielle

0'(t) =—0,26(t), t€[0; +o0o] (9.1)

Exercice 14 Dynamique des populations

Partie A : le modeéle de Malthus

1. Déquation différentielle n’(t) = rn(t) a pour solutions sur R, les fonctions n(t) = Ce'" ou C est une
constante réelle a déterminer.

Or, n(0) = 500 = C, ce qui permet d’écrire

pour tout t >0 n(t) = 500e%1%¢

2. On obtient le tableau suivant

t en années 0 1 2 3 4 5 99

n(t) 500 | 581 | 675 | 784 | 911 | 1 059 | 1 406 834 664

3. On trouve n(99) ~ 1 406 834 664, ce qui est clairement tres loin de la réalité.
Le modeéle exponentiel de Malthus perd vite son intérét de par la croissance exponentielle qui ferait tendre
la population rapidement vers I'infini sans tenir compte des ressources nécessaires de 1'écosysteme qui
I'entoure.
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Partie B : le modele de Verhulst

1.

On a n(0) = 500 > 0, donc pour tout t > 0 ,n(t) > 0.
En divisant 'équation (E;) par n%(t) # 0, on obtient que

(E,) est équivalente a (E,) : :2((?) =r (n(lt) — I%)

Pour tout t > 0, on pose y(t) = SR On a donc y'(t) = —'(®)
-7 n(t) K’ n2(t)

Il en résulte que : n est solution sur R, de (E,) si, et seulement si, y est solution sur R, de '’équation

différentielle —y’(t) = ry(t).

Par conséquent

résoudre (E,) revient & résoudre (F) : y'(t) = —ry(t) |.

"t ol C est une constante réelle & déterminer.

Les solutions de I’équation (F) sont données par y(t) = Ce~
1 1 1 1 K-500
Oory(0Q)=C=———-——==———==———,donc
n(0) K 500 K 500K

K —500 o
500K

rt

pour tout t >0 y(t)=

D’apreés ce qui précede, pour tout t > 0,

1 1 K-500 _

YO=T5"% = 00k ©

rt

Donc, pour tout t = 0

1 K-500 ,, 1 1 K .
— == et =1+ ——1]e
n(t) 500K K K 500

On conclut que

K

1+(&5—1)ert

pour tout t >0 n(t) =

On obtient le tableau suivant

t en années 0 1 2 3 4 5 99

n(t) 500 | 575 | 660 | 756 | 864 | 985 | 7 500

r=20,15> 0 donc . liJrrn e "' =0 et par opérations sur les limites
—+00

Neo = lim n(t)=7 500
t—+00

Remarque :
Le modele de Verhulst modélise bien la réalité tant que le nombre d’années t reste petit.
11 perd tout intérét dés que t est assez grand. On voit bien que n(99) ~ nq,.
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Exercice 15 Modélisation

1. Obtention de ’équivalence :
x est solution de (E) S 25x’ +200x” = 50 = 25v +200v’ = 50
—25 50
S 200v" = —25v + 50 = V= —v+—
200 200
L1 1
= V =——v+—
8 4
Il s’ensuit que
. . . / . Vi 1 1 Y /
x est solution de (E) si, et seulement si, x" est solution de (F) :v' = —gv + :l oux’ =v.
Résolution de (F) :
(F) est une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les solutions sont de la forme
1
y=Ce 8t — il avec C une constante réelle. Ainsi
8
1
les solutions de (F) sont données par Ce™ 8" + 2 oti C est une constante réelle.
2. (a) Pour tout nombre réel t, x'(t) =v(t)=C e3¢ +2 ol1 C est une constante réelle a déterminer,

Or, x’(0) =0=C + 2, donc C = —2. Il en résulte que x'(t) = —2e7 8 +2.

Par conséquent

pour tout nombre réel x

x'(f)=2(1—e75t).

(b)

Les primitives sur [0 ; +oo[ de la
ou C est constante réelle.

fonction t — 2(1 —e_%t) sont de la forme t — Z(t + 8e_§f) +C

Ainsi x(t) = 2 (t + 8e_%t) + C. Or d’apres ’énoncé x(0) = 0, ce qui donne 0 = 16 + C ou encore

C =-16.

On a donc pour tout t € [0 ; +00[, x(t) =2 (t + 8e_ét) —16.

On conclut que

pour tout nombre réel t positif

x(t) =2t —16 +16e75¢.

3. Onav(t)=2(1—e75").

. _1
Or, lim e 8‘=0, donc
t—+00

V= t—lg—noo V(t) =2

On a, grice a la croissance de la fonction In sur ]0 ; +oo[,

0

9
t) < —=V
v <75

&

2(1—e_§t)six2 o 1-edt<2
10 10
e_%t21—2 = e_étZi
10 10
1, 1
In{ e 8" | >1In T = —§t2—ln(10)
>0
1
2t<In10 &  t<8In(10)
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Or, 8 x In(10) ~ 18,42068. Donc

v(t) < EV si, et seulement si, t est inférieur a environ 18,42 secondes.

4. 1l s’agit de calculer x(30). On a

1

x(30) =2 x 30— 16+ 16e 5730 = 44 + 16e~ % ~ 44,37628

On conclut que

en 30 secondes, le chariot a parcouru environ 44,4 m au décimetre pres.

Exercice 16 Dynamique des populations 2
1. La fonction t — m est dérivable sur [0 ; +00o[, car inverse d’une fonction dérivable et a valeurs non

nulles sur l'intervalle [0 ; +oo].
Ainsi,

—N'(t)
N%(t)

pour tout t > 0, g'(t)=

N est solution de (E) si, et seulement si, N’(t) = 3N(t)—0,005N?(t)

. . —N() _ —3N(1) —N?(1)
si, et seulement si, NZ(O = N0 —0,005 x N0 (Nz(t) #+ 0)
—N'(¢) _

1
=—3x —— 40,005
N2(t) N(t)

si, et seulement si, g'(t)=—3g(t)+0,005

si, et seulement si,

si, et seulement si g est solution de (E) : y' =—3y + 0,005.

3. Dapres le cours, les solutions sur [0 ; +00o[ de I'équation (E’) sont données par

0,005
g(t)=Ce 3t 4 2— ou C €R.
1
Or, pour tout t > 0, N(t) = ﬁ’ donc les solutions sur [0 ; +00o[ de 'équation (E) sont données par
g
3 N
N(t) = ouC €R.
3Ce3t + 0,005
4 (a) Par hypothese, N(0) = # = 2000, donc C = _—7 ce qui donne
' yPornese, A = 3¢+ 0,005~ < ~ 6000° 1
6000
N(t) = ————.
(©) 10— 7e—3t
(b) D’apres ce qui précede,
6000
N(2) = —— ~ 601.
2) 10—7e6
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