Spécialité Mathématiques Terminale Chapitre 1 : suites numériques

Interrogation écrite 1

= Durée : 45 minutes = Les calculatrices ne sont pas autorisées
= Nom : = Prénom :
Exercice 1

Soit la suite (u, ) définie par

Ugy =2
U,y7 =3u,+1 pourtoutne&N.

1. Déterminer u;, u, et us.

On a

u=3uy+1=3x2+1=6+1=7,

U3 =3uy+1=3x22+1=67.

Par conséquent,

Uy =3u; +1=3x7+1=214+1=22,

u, = 7 9 Uy = 22 et Uz = 67.

1
2. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, u,, = > (5x3"—1).

1
Pour n € N, on note & (n) la relation u, = B (5x3"—1).

» Hérédité : soit n € N. On suppose que & (n) est vraie.
Montrons que & (n + 1) est vraie.
On sait que, u,,1; = 3u, + 1.
En utilisant I’hypothése de récurrence, il vient

1
un+1=3x£(5x3”—1)+1

==(5x3"—-3)+1

X5X3n+1—§+%
2 2

x 5 x 3" —

NIPLRNIPRNIPDN =

1
2
(5x3m—1).

Ainsi, 2 (n + 1) est également vraie.

1 1
» Initialisation : pour n =0, on a > X (5 x 30 — 1) ~3 x 4 = 2. Donc 2 (0) est vraie.
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» Conclusion : on a prouvé que

2 (0) est vraie,
pourtoutn €N, #(n)=Z(n+1).

Donc, par le principe de récurrence, pour tout n € N, & (n) est vraie.
Autrement dit,

1
pour tout n €N, un=§(5x3"—1).

3. Etudier le sens de variations de (u,,). 1,5 points

On pourra admettre, si nécessaire, que la suite (u,) est a termes strictement positifs.

» Meéthode 1 : utilisation de la formule explicite.
Pour tout n € N, on a

1 1
un+1—un=§(5x3”+1—1)—§(5x3”—1)

zg( n+1_3n)

_ 5x3"

x(3—1)
=5x3">0.

Il s’ensuit que, pour tout n €N, u,; —u, > 0.
Autrement dit,

la suite (u,) est strictement croissante.

» Méthode 2 : utilisation de la forme récurrente.
Pour tout n € N, on a

Upe1 =3u, +1 et donc Uptp — Uy =2u, + 1.

Or, pour tout n € N, u,, > 0, et donc 2u,, + 1 > 0 aussi.
Il s’ensuit que, pour tout n €N, u,,; —u, > 0.
Autrement dit,

la suite (u,) est strictement croissante.

4. La suite (u,) est-elle arithmétique ? Géométrique ? Justifier sa réponse. 1 point

> Ona, ul—u0=57é 15=UZ_U1.
Ainsi, la différence entre deux termes consécutifs de la suite (u,) n’est pas constante.
Par conséquent,

la suite (u,) n’est pas arithmétique.
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» Ona

ﬂ:Z¢§:”_2
ug 2 7 U

Ainsi, le quotient de deux termes consécutifs de la suite (u,,) n’est pas constant.

Par conséquent,

la suite (u,) n’est pas géométrique.

Exercice 2

Déterminer, en détaillant les étapes, la limite de (u,,) dans chacun des cas suivants.

1.

2.

u, =

_ —5n%+13n—+2
v11n2 — ntn + 365

Pour tout n € N*, on a
2 (_5 13 ~/_§) 13 V2
5 n + 2 54 - _ =
L= —5n%+13n—v2 n_n n__ n?
n 2 _ - 365) m 365"
V11n2 — 7tn + 365 nz(«/ﬁ—5+—2) -4 3%
n n n n
Or, par la regle de la somme des limites, il vient
13 2
i (-5+2-2)-s
n—+00 n n2
365
lim («/11—E + —) = V1I.
n—+00 n n2
Ainsi, par la regle du quotient des limites,
lim u,= — _ ool
notoo "7 11
vn+1—4/n
Upy=——F——"
3n3+5
Par utilisation de I'expression conjuguée, on a pour tout n € N
L1 —yn_ (Vat1-vn)(v/n+1+v/n) 1
Y B (3n2+5)(Vn+1+yn) (B3n2+5)(Vn+1+yn)

Or, par la régle de la somme des limites, on a
lim (an + 5) = +o00,
n—+00
lim (Vn+1—|- ﬁ) = +00.
n—+00

Donc, en appliquant la regle du produit des limites, puis la régle de I'inverse d’'une limite,
on obtient

lim u,=0.
n—+00

LFI de Hong Kong 3 Lundi 15 septembre 2025

2 points

2 points



